II1. Transformée de Fourier.

Soit la série de Fourier complexe
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Nous appelons la fonction g au lieu de f pour ne pas confondre avec la fréquence f.
avec On =no = 2nn/T = A® = ®n - ®n-1 =2710/T - 2nt(n-1)/T = 21/T
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En se servant de la somme de Riemann qui s'énonce comme suit:
soit un intervalle [a,b] partitionné en plusieurs points tel que
a<xi<x2<x3<...<Xn1<Db, et les intervalles entre ces points sont:
AX1, AX2, AX3, AX4, .... et Axn. Soit y, un point d'un sous-intervalle Axx, alors la somme d'une
n
fonction g des points y correspondants dans chaque sous-intervalle Axk est donnée par: z g(y)Ax;
k=1

et cette fonction devient une intégrale lorsque les sous-intervalles Ax tendent vers 0.
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Figure. Somme de Riemann.
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0 T/2
Dans la fonction g(r)=2i > { | g(r)e’wnfdz}l%w et Aw = 21/T
73 =—00

n -T/2

lorsque T — o0, Aw — 0, ce qui justifie l'utilisation de 1'intégrale de Riemann:

g(t)=$ j { j g(t)eiwtdt}eiwtda)

—00|_—00

Puisque on = now avec A® = mn - on-1, I'indice n est omis et I'intégration se fait sur .

Définissons:

G(w)=TF(g(t))= [ J. g(t)e”’”dt} TF = transformée de Fourier

et g(t)=TF _I(G(a))) = 2i jG(a))ei“’t do TF-! = Transformée de Fourier inverse.
Vs

La variable dans le domaine de Fourier, correspondant a la variable spatiale x (cm) ou a la variable
temporelle t (sec), est la fréquence f. f a I'unité de cm™! ou s'! (Hertz, Hz).

En posant wo = 2nt/T = 2xf, soit f = 1/T et les transformées de Fourier deviennent:

G(f)=TF ()= [g)e " dt

—0

g =TF(G(f)= [G(f)e*df

[e0]

2
Pour que TF existe, il faut que g(t) soit de carré intégrable: _ﬂg(l‘)‘ dt<oo . D'autres définitions:

—00
T

2
g(t) définie sur [0, T] et a valeurs complexes. Elle est de carré intégrable si _Hg (¢ )| dt <o Aussi,
0

o0
la condition pour que G(f) existe est que g(t) soit absolument intégrable: _Hg (¢ )|df <0,

—0o0

Exemple 1:
Calculer la TF de g(t) = exp(-at) pour t > 0; et g(t) = 0 pour t < 0; o >0.

Par définition: G(f)= I g(t)e_wf dt
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0 0
G(f)= IOe_i 27 gt + je“’“ e 2 g = J'e—(aﬂ?ﬂf ) gz

—0 0 0
G(f)= ;e—mmw _ 1 _ 205—12729‘2
—(a+i2nf) , a+i2ogf o’ +4rn’f
2 2 2
Le module est : [G(f)|= 3 a2 S5+ 247[]; 55 = !
(a“+4x° f9)" (a“+4x°f*) /a2+4712f2
—2
L'argument est: ar @\=ar C(t_%zij

G(f) peut s'écrire sous la forme G(f) = |G(f)|*exp(i*arg(G)):
G(f)= __ exp{i * arctg[— %H
2 o

o? +4722f

0=0.05; ts=1; t=0:ts:100; N=length(t);

Pour retrouver avec plus de précision les féquences sur le graphique des transformées de
Fourier, on doit augmenter le nombre N de points dans la transformée de Fourier en
allongeant avec des zeros la fonction de départ.
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Figure. g(t) = exp(-0.05t) avec t =0:1:100. Figure. Re(G(f)).
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Figure. Im(G(f)). Figure. Abs(G(f)). (Z = a +ib; ‘Z‘ =vJa’ +b’ )

20 90
18}
16/ 60
g < 39
212 3
g £
S10 2 0
o L
o 8 5
a 6l &30
4 -60
2.
8 05 <0 -04 -03 -02 -01 0 01 02 03 04
f
Figure. Spectre d'amplitude. Figure. Spectre de phase.
. 1 - 27f
Calcul de la transformée inverse de G(f)=————————exp|i *arctg| ———
\/az +ar? f 2 @

La formule s'écrit : g(r)=TF ' (G(f)) = TG( e df
. 24
o0 1 i*arctg "o | i
g(t)_'[omi ( )L 2@[611][
{i*(zﬁ—arctg[zadj)}df

K 1 :
g(t)= I 5¢ e approche compliqué
ConNaT+4ncf

o0

) 1 1 i2af
' - )= | ———e"""d
Si l'on garde G(f)_a+i27y” = g __[Oaﬁsze S
15 :
on multiplie et on divise par e*: g(f)=— [ ——— ®e?7'g
p P g() em_[omw If
= g)= L T ;e(aﬂl@f)zdf
e - a+i2nf
soitu=o +12nf = du=12ndf = df=du/i2x.
e’ Tl
= gl)=— I U On doit recourir aux tables d’intégration.
27 ° u

Cours IMN 359. Page 43/137



Exemple 2:
Calculerla TF de g(t)=1si|tf<detg(t)=0si|t|>d, etd>0.

Par définition: G(f) = jg{0e4zﬂkﬁ

—00

d

, ~i2af
G(f)= [e ™ dt =

d
i

1 ( i2Afd _ ei27_zfd)
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Figure. g(t) avec T=20, d=3, ts=0.5. G(f) et spectre d'amplitude.
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Figure. Spectre de phase.
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Exemple 3:
Calculer la TF de g(t) = cos(wot) pour [t| < d/2, d > 0 et g(t)=0 ailleurs.

Par définition: G(f) = j 2(t)e 27

@ d/2
G(f)= J.COS(C()Ot)e_izmdt = l j(eiwot + efimot)e_iz;gf;dt
- 2 -d/2
d/2 o g, 72
6y =L [leon- 297y ritonsaanyg, 1] 02Dt
2 00 2| i(wy —27)  i(wy+27) |
1| i@ =27)d 12 _ ~ilwy=27)d /2 —i(wg+27)d/2 _ i(wy+27f)d /2
G(f)=— B
(=7 i(wy - 27) iy +270)
GO = d o (@0=27)d /2 _ —i(wy=27)d /2 N S(@0+27)d /2 _ iy +27()d /2
2 2i(wy —27f)d /2 2i(wy +27)d /2

G(f) =%[sinc((a)0 —27f)d /2)+sinc((wy + 27 )d 1 2)]
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Figure. g(t)=cos(2nfot). fo=0.5 et T=2. Figure. G(f).
ts=0.5; t=-10:ts:10; d=10.
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Exemple 4 :

Calculer la TF de g(t) = sin(wot) pour |t| < d/2, d > 0 g(t)=0 ailleurs.

Par définition: G(f) = j 2(t)e 27

—o0

d/2

G(f) = .[Sin(a)ot)e_ﬂ’ﬁdt = l I(eiwof _ efiwot)e—iz,ﬁdt
2i
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G(f)=— —~
2 2| 2i(w,-274)d/2 2i(w, +27f)d /2

G(f)= %[sinc((a)o —27f)d /2)—sinc((w, + 27 )d /2)]
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Figure. g(t)=sin(2nxfot). fo=0.5 et T=2.

ts=0.5; t=-10:ts:10; d=10.

Amplitude
RO S - VI

-

Figure. G(f).
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Autre exemple: La TF de g(t) = exp(-t?).
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Figure. g1(t)=exp(-t?); sum(g1)=17.72, Figure. FT[g1(1)].
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Figure. g2(t)=exp(-(10t)?). sum(g2)=1.77. Figure. FT[g2(t)]. g dense = G large:
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	figure;plot(a(:,1),a(:,2),'bo', arr(:,1),arr(:,2),'ro','linewidth',2);legend({'a','arr'});set(gca,'xcolor',[0 0 0],'FontSize',16);set(gcf,'Color',[1 1 1],'Position',[280 100 800 600],'InvertHardCopy','off'); xlabel('Taille (cm)');ylabel('Poids (kg)');...
	Figure. Matrice de départ a et matrice compressée puis reconstruite arr.
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	Prendre l'image de la figure suivante:
	Sélectionner les indices pairs des pixels sur les colonnes et les afficher en fonction des indices impairs à partir de l'image précédente, tracer une ligne de régression y=x.
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	Procédure de calculs de la transformation:
	2- Calculer la covariance: c = X0'*X0/(n-1);
	3- Calculer les vecteurs propres et les valeurs propres de la matrice de covariance. Les vecteurs propres forment une base orthogonale: [v,d]=eig(c);
	4- Prendre la diagonale des valeurs propres et les normaliser de façon à obtenir leur total égal à 1: dd=diag(d); dd=dd/sum(dd);
	5- Choisir les valeurs les plus importantes des valeurs propres normalisées. Ces valeurs choisies indiquent le nombre de composantes à retenir ainsi que leur position.
	6- On peut vérifier l'orthonormalité des vecteurs propres en observant que la diagonale de la matrice suivante vaut 1: w=v*v';
	7- Sélectionner les np vecteurs propres correspondants aux valeurs propres les plus importantes: vs=v(:,end-np+1:end);
	8- Calculer les composantes: Y=(vs'*X0')';
	9- Finalement, reconstruire l'image: yr=reshape(Y,128,256);figuredb;colormap(map);imagesc(yr);
	Figures. Différence entre Yr l'image compressée en éliminant la corrélation entre 2 pixels voisins, et l'image Xr ou les pixels voisins ont été directement éliminés.
	Exemple 3.
	Dans cet exemple, il ne s'agit pas de compresser des images, mais de mettre en évidence des structures qui ne sont pas apparentes sur les images de départ. L'algorithme décompose la séquence dynamique en plusieurs composantes ayant des comportements d...
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