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II.5. La forme complexe de la SF.  

La forme complexe de la SF:   
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→  On trace habituellement le spectre de phase et le spectre d’amplitude en fonction de la fréquence 

angulaire n. 

→  Puisque les spectres d’amplitude et de phase sont évalués à des points discrets selon les valeurs 

de n (non continus), ces spectres sont appelés spectres discrets. 

→  La représentation de cn en fonction de n montre la périodicité de cn dans le domaine des 

fréquences, tout comme f(t) (ou f(x)) est représentée en fonction de t (ou x) dans le domaine 

temporel (ou spatial). 

  

Exemple 1: 
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Figure. Reproduction de f(t) = Asin(t) avec A = 1 dans [0 1] (en bleu), pour chacun des intervalles 
indiqués. La fonction en rouge découle de la série de Fourier correspondante à f(t). 
 

 

Exemple 2: 

Trouver la série de Fourier complexe de la fonction porte f(t) de période T et définie par: 
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Figure. rect (bleu), sa SF complexe (rouge). T=2d=20. 
 
 

  )/ - ib(andc
T
Adc nnn 2)2/(sin ==    an = 2Re[cn] et bn = -2Im[cn]. 

cn est réel  les bn = 0  le spectre de phase n = tan-1(-bn/an) = 0. 
Tracer le spectre d'amplitude |cn| = f() pour n valeurs de  = 2/T. 
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Figure. Spectre d'amplitude |cn| pour A=1, T=1/2 et d=1/20. 
 
Exemple 3: Trouver les spectres d'amplitude et de phase de la fonction f(t) de période T: 








=
Ttd         s i
dt0        s iA

tf
0

)(   d < T;   = 2/T 

T
ndnd

Tndndc
T
Adavec

ecendc
T
Adc

nd
nd

T
Ade

ndi
ee

T
Adec

ni
ee

T
Ae

ni
e

niT
Ac

nini
e

T
A

ni
e

T
Adtedtetf

T
c

n

i
n

ndi
n

ndindindindi

n

ndindindindi

n

ndidd nti
nti

T
nti

n

n


























−=−=−==

=





=







 −
=








 −
=








−=









−

−
−

=







−

===

−

−−−

−−−

−−
−− 

2

2

2
et         )2/(s inc    

  forme la de    )2/(s in

2/
)2/s in(

2/2

1

1
T
A)(1

n

2/

2/2/2/2/

2/2/2/

000

 



  Cours IMN 359. Page 31/137 

 
Figure. rect (bleu), sa SF complexe (rouge). A=1, T=2d=20. Donne même spectre d’amplitude que 

précédemment. 

 

II.6. Propriétés d'approximation en moindres carrés. L’erreur de la Série de Fourier. 

(Optionnel – pas dans les TPs ni dans l’examen). 

La série de Fourier trigonométrique définie sur -T/2 < t < T/2, 
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Théorème de Parseval: si an et bn sont les coefficients de la SF de f(t) de période T, alors: 
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Exemple: 
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Trouver la série de Fourier de f(t) = t sur [-,] et f(t+2) = f(t). Calculer l'erreur quadratique 

moyenne, Ek, pour les 5 premiers harmoniques non nuls.  Résultat SF: )sin()1(2)(
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Nous avons proposé de tracer f(t) et sa série de Fourier pour certaines harmoniques et d'observer les 

variations de Ek et de l'ajustement de f(t) par sa SF: 

 
Figure. Étude de Ek et SF pour f(t)=t sur [-,]. ts=0.01. EQM=erreur quadratique moyenne.
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II.7. Symétries et séries de Fourier.  
II.7.1. Différentes symétries 

Une fonction est paire si )()( tftf −=  avec t  R. 

Si une fonction est paire: dttfdttf
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Le graphe de f(t) est symétrique par rapport à l'axe des y. 

 
Figure. Fonction cosinus: paire. (Ex.: x2; gaussienne, ....). 

Une fonction est impaire si )()( tftf −−=  pour tout t  R. 

Si une fonction est impaire: 0f ( 0 )  e t  d ttf
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Le graphique de f(t) est alors symétrique par rapport à l'origine. 

  
Figure. Fonction sinus: impaire. (Ex.: x3, tangente, ....). 
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Composantes paire et impaire: 

Une fonction peut s'écrire comme la somme de deux composantes paire et impaire. 
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Exemple 1: 
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Symétrie de demi-période: 

Une fonction périodique de période T est dite symétrique de semi-période si f(t) = -f(t + T/2). 

 

Symétrie d'un quart de période: 

Si une fonction périodique f(t) a une symétrie de demi-période, et si elle est de plus paire ou 

impaire, alors f(t) est symétrique d'un quart de période paire ou impaire. 

1 

f(t) 

exp(-t) 

t 
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Figure. Exemple de fonctions paire et impaire et toutes deux symétriques de demi-période, elles 

sont alors symétriques d'un quart de période paire ou impaire.  

 

II.7.2. Séries de Fourier de fonctions symétriques 

L'utilisation de la symétrie des fonctions simplifie le calcul des séries de Fourier. 

Fonction paire: 

Rappel des formules: 
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Si f(t), de période T, est paire, sa transformée de Fourier se réduit à: 
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Figure. La fonction f(t) en noir est paire. Lorsqu'elle multiplie un cosinus (en bleu, figure de gauche), 
comme dans le cas des an, l’intégrale du produit f(t)cos(nt) ne s'annule pas. Tandis que lorsqu'elle 
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multiplie un sinus (en bleu, figure de droite), comme dans le cas des bn, l’intégrale du produit 
f(t)sin(nt)=0  bn = 0. 
 

Fonction impaire: 

Si f(t), de période T, est impaire, sa transformée de Fourier se réduit à: 
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Figure. La fonction f(t) en noir est impaire. Lorsqu'elle multiplie un cosinus (en bleu, figure de 
gauche), comme dans le cas des an, l’intégrale du produit f(t)cos(nt) s'annule  an = 0. Tandis que 
lorsqu'elle multiplie un sinus (en bleu, figure de droite), comme dans le cas des bn, l’intégrale du 
produit f(t)sin(nt) ne s'annule pas. 
 

Fonction symétrique de demi-période: 

La série de Fourier de f(t) périodique et symétrique de demi-période contient seulement les 

harmoniques impaires: 
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Fonction paire et symétrique de quart-période: 

La série de Fourier de f(t) périodique paire et symétrique de quart-période contient seulement les 

harmoniques impaires en cosinus: 
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Fonction impaire et symétrique de quart-période: 

La série de Fourier de f(t) périodique impaire et symétrique de quart-période contient seulement les 

harmoniques impaires en sinus: 
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II.8. Conditions de Dirichlet: 

1- Si f(x) est définie sur [-L,L], sauf à un nombre déterminé de points, 

2- f(x) est périodique de période 2L, 

3- f(x) et df(x)/dx sont continues par morceaux sur [-L,L], 

alors la série de Fourier de f(x) converge: 

a) vers f(x) au point x si f(x) est continue en ce point,  

b) vers 2
)0()0( ++− xfxf
 si f(x) est discontinue au point x. 

 

Exemple 1: 
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Figure. f(x). 
 
Quelles sont les valeurs de f(x) à -5, -3, 0, 2 et 5? 
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II.9. Phénomène de Gibbs 

Lors des discontinuités d'une fonction, les sommes partielles de la série de Fourier de f(t) sont 

affectées par des oscillations autour des points de discontinuités. Ces oscillations sont appelées le 

phénomène de Gibbs. 

 

Exemple 1.  
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La série de Fourier de f(t) est: 
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Figure. Phénomène de Gibbs (overshoot, ou ringing). 
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