I1.3. Les Séries de Fourier
Supposons que f(x)= A4+ Z{a” cos(?) +b, sin(%)} (1)
n=1

autrement dit la somme de sinus/cosinus converge vers f(x) sur [-L,L]. On peut alors que pour

n=1,2,3,...:

L L
4= | F@eos By b, = [ fesinPxix A= @
-L -L

Noter que généralement on utilise la lettre T pour les périodes en temps et la lettre L (ou D ...) pour

les périodes en longueur (distance).

Notons aussi que si I’identité (1) a lieu, comme les sinus et cosinus sont des fonctions
périodiques, la fonction f (x) de gauche, méme si elle n’est définie que sur [0,T] a priori peut

étre considérée définie sur R avec la propriété dite de périodicité f(x +T) = f(x),Vx €R

En multipliant (1) par cos(nmx/L) et en intégrant entre -L et L (ce qui revient a faire le produit

Hermitien entre f(x) et cos(nmx/L), {f (x), cos(mx/L) )):

L L
_ij(x) cos(%)dx =4 J.cos(%)dx + 5

n=1 -L -L

o L
Z{ Icos(—) cos(—)dx +b, J’COS(%) sin(%)dx}

Prenons le premier terme:

L L

A ICOS(M)dx = A{L sm[Mﬂ = ﬂ{sm(ﬂ) - sin[— ﬂﬂ =
) L mr L )|, mzx L L

AL sin(mz)—sin(-mz)|=0

mm

Prenons le deuxieéme terme:

Icos-&)cos—&)dx——J[COSL+—)+COSL )}dx—
a—”.[[cosglu)mcyrcosg;um)}dx: avec m # n.

27

a—”{ L sug?ﬁ_n)ﬂx — i ”(m_n)ﬂx)T =0
2 | (m+n)r L (m—n)x L L
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Sim=n:

T L1 2nm
Icos(—)cos(—)dx a, Icos (—)d x=a, I———c os( ) X =
-L -L L2 2
L . 2nm | L L .2 -L L . -2
an{fqt—sm( nﬂx)} =a,| —+——sin( nd)_(_+ sin( WZL)J =a,L
2 4nrm L 1, 2 4nrw L 2 4nr L

Prenons le troisiéme terme:

b, j cos("F)sin(" ) = b, j [ @)+sm(@)}dx:

b, (m+myme, L (m—n)mx i _
5 { (mtmym cos( 7 ) - cos( 7 )}L avec m # n.
b,| Lcos((m+n)zr) Lcos((m—n)r) ( Lcos((m+n)z) Lcos((m—m)r)||_ 0
2 (m+n)z (m—-n)rz (m+n)r (m—n)z -
Sim=n:

j cos(—) sm(—)d =b, j { (n + ”)”x) +sin(” _L”)’“)}dx _

L
2| 2nrm L |, 2| 2nx 2nm

Sim=n=0:;

J.cos(—) sm(—)dx 0

Finalement, 1’équation (3) se résume a :

L nmc 1 - n
dx=al = a,==|f(x¥)co )d x =1,2,3,...
J;f(x)c o s—f) x=a, 7 _J.L 3'? pour n

Refaisons la nfeme procédure en prenant le produit Hermitien entre f(x) et sin(nnx/L)

({f (x),sin(m x/L) )):
L L
f(x)s i mb=)dx= A [s i Abm)d
_IL xs1a—§ X _j:lﬁ-? X+
© L L
) .m) nmc)d+bn .m).n)dj
;{a_£31a-?cos-f X _J.LSIH-?SIE? J

=b,L avem=netm=#0
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L
= b, :% If(x)Si {;fo)dx pourn=1,23,...
—I.

Finalement, prenons le produit Hermitien entre f(x) et 1, (f(x), 1 )
¢ ° = . nx ¢ nx

[ £ = [ Adx+ Z{an [cos==)dx+b, [sin —)dx}

L -L n=1 -L L -L L

Le premier terme donne :

L

[Adx=24L

-L

Le second terme donne :

¢ nmx | L . nm L_
[ cos(T)dx_[—sm(T)} =0

-L nzx -L

Le 3¢ terme donne :

jsin % x= [—L © s(ﬂ)} —— L s - (- o smr) =0
b L nr L | nrz nrz

Finalement :

1

L L
_jL Fodx=24L = AZZ_IL f(x)dt

1
et posons n=0dans 4, = T

L L
n 1 a
f(x)co 9—?)0' X, nous obtenons: g, =— Xdx = A=-2
JL ) _J;f ( 2

Conclusion:

La série de Fourier de f(x) s'exprime, avec L la demi-période:
a < nmx . NX
X)=—+ a, cos(—) + b, sin(—
S (x) > nzzll{n (L) n (L)}
avec
1L
ay=— [ f(x)dx
L
| nme
a, = Z_JL 1 (x)cos(=—dx
15 nx
b, = z_jL fx)sin(==)dx

Des fois on écrit la série de Fourier de f(t) comme SF(f(t)), SFi(t) ou S«(t)
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Lorsqu'on utilise 1a période T, on préfére écrire T au lieu de T/2. De méme que les bornes
de I'intégrale peuvent étre indiquées par t1 et t2 avec t2 - t1 = T. Habituellement, mais pas

obligatoirement, t1 =-T/2 et t2 = T/2.

Par analogie entre la période spatiale 2L et la période temporelle T, les équations des

séries de Fourier s'écrivent:

fx) = %0 + é{a cos(?) +b, sin(%)}

)= “70 + i{a cos(%) b, sm(@)}

L
1 2
ay=— [f)dx & ag=—[fO) < ag== [ f)dt
L~ 1 T
L %)
1 Tmx 2 2/mt
a, =— x)cos(— & a,=— t)cos(——)dt
nLILfU (i nthf() St
- 1
1 & 2t2 st
b=~ [ f)sinddr & b, == [ £0)sinéZydr
L_L L Tt1 T
En se servant de la forme o = 27” , les équations se simplifient davantage en écriture:
%)
2
aoz?Jf(f)df
4
iy %)
2 m 2
an:?jf(t)co s(th)dt o an:FIf(t)co s@n )d ¢
t U}
b 2] fysin €294 ¢ N | P
n_?J‘f()SIH T = n—?jf()sméonz)
Ul gl

L. 27 2m . fpe s
Noter que I'on peut écrire @ = — et alors an = T , ou bien en définissant wo comme la
vitesse angulaire (ou pulsation) fondamentale, alors on = nwo. Il est possible aussi que n soit

L. . e 2m
écrit en indice comme ©n=nwo et ®, = Ea
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Exemple 1:

a) Trouver les coefficients de Fourier de la fonction f(x) de période 10:

f) = -5<x<(
Y713 0<x<5
b) Tracer f(x) pour x=-20 a 20 avec des pas de 0.1 et pour n=1; n=1 a 3; n=1 a 10 et pour n=1 a 100.
F[x]’\
3

Xy

15 10 5 [0 5 10 15

La période vaut 10, donc de -L a L vaut 10 = 2L =100ou L =5.
=— j S@O(=F)dx b= j F@sinExix = j S (K
17 m 17 . A 17
ay = js S@eosC xdxs b= js S@)sin¢ s ag = L S (o)
5
ag :é J.f(x)dx——{.[deﬁtj.?adx} 5[3)6]8 =3
-5 -5
1] ¢ birs 2 birs 35 ey
=g{J;Ocos%)dx+£3cos%)dx}=g%[sm(l?)}0 =0 avecn#0
5
{IO&HL)dx+I3$nL)dx}———[ OOS(%):I :i(l—oos(nﬂ))
o N

fx )__ 23(1 cos(nfr)) ( )

I nr 5
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o N J o J )
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figure. Série de Fourier de f(x) tracée avec Matlab pour x = -20:0.1:20 etn=1 a 100.

Exemple 2:

Trouver la série de Fourier de la fonction f(x) = x? pour 0 < x < 27, si la période est 2.

40—

35+
30
25
X 20¢

15+

10+

a
T

o

-6pi -4pi -2pi 0 2pi 4pi 6pi
X

Graphique de f(x) = x? répétée a chaque 2.
La période vaut 2m, donc de -L a L vaut 2n: 2L =2nou L = .
Au lieu de considérer l'intégrale de -L a L, on la considére de 0 a 2L selon 1'énoncé de f(x).

2L 2 2z 2
1 1 1)1 8
ao=sz(X)dx=;{J.xza’x}=;{§x3} =5
0 0

0

{Ixz cos(%)dx} = l{fxz cos(@)dx} = l{fxz cos(nx)dx}
7|y r r

a =

n

~ | —

0 0

5N| ~
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2x xt2. . . . . .
avec Ixz cos(ax)dx = = cos(ax) + (— ——)sin(ax) ou par integration par partie 2 fois : ui=x* et
a a a

dui=2xdx; ensuite u2=2x et du>=2dx.

b,= %{.([xz sin(%)dx} = %{ fxz sin(%)dx} = %{ fxz sin(nx)dx}

47

~n
5 . 2x . X2 2 ) ) ) )
avec .[x sin(ax)dx = —sin(ax) + (—— +—)cos(ax) ou par integration par partie 2 fois : ui=x? et
a a a

dui=2xdx; ensuite u2=2x et du>=2dx.
2 0
= f(x)= 4L+ {icos(nx) —4—ﬂ-sin(nx)} avec 0 <x <2m
n

2
n=1L7

5 | 1 \ \ 1 | 1
-6pi -4pi -2pi 0 2pi 4pi 6pi
X

Figure. Série de Fourier de f(x) tracée avec Matlab pour x = -67:0.01:67-0.01 etn =1 a 100.

Exercices:

Trouver la série de Fourier de

1-f(t) =1 pour -t <t <0, f(t) =0 pour 0 <t<met f(t+2m) = f(t).
o sin(2n — 1)t

1 2
Réponse: f (t)z———z
2 o 2n-l

2- f(t) =t sur [-m,7t] et f(t+2m) = f(t).

00 n—l -
Réponse: £(7) :22(_1) simi
n

n=l1
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	105.858678973994         -9.48367470344645];
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	4- Prendre la diagonale des valeurs propres et les normaliser de façon à obtenir leur total égal à 1: dd=diag(d); dd=dd/sum(dd);
	5- Choisir les valeurs les plus importantes des valeurs propres normalisées. Ces valeurs choisies indiquent le nombre de composantes à retenir ainsi que leur position.
	6- On peut vérifier l'orthonormalité des vecteurs propres en observant que la diagonale de la matrice suivante vaut 1: w=v*v';
	7- Sélectionner les np vecteurs propres correspondants aux valeurs propres les plus importantes: vs=v(:,end-np+1:end);
	8- Calculer les composantes: Y=(vs'*X0')';
	9- Finalement, reconstruire l'image: yr=reshape(Y,128,256);figuredb;colormap(map);imagesc(yr);
	Figures. Différence entre Yr l'image compressée en éliminant la corrélation entre 2 pixels voisins, et l'image Xr ou les pixels voisins ont été directement éliminés.
	Exemple 3.
	Dans cet exemple, il ne s'agit pas de compresser des images, mais de mettre en évidence des structures qui ne sont pas apparentes sur les images de départ. L'algorithme décompose la séquence dynamique en plusieurs composantes ayant des comportements d...
	Les images sont obtenues avec l'imagerie par la tomographie d'émission par positrons (TEP). Le but est de mesurer le métabolisme du glucose dans le coeur d'un rat. Le glucose marqué par un émetteur de radioactivité (radiotraceur) est injecté dans le r...
	➢ L'image de tous les cadres montre l'ensemble des images où l'on constate l'accumulation du radiotraceur dans le coeur à mesure que le temps passe.
	➢ La décomposition permet de ressortir des structures, qui, autrement, n'étaient pas apparente.
	➢ Observer comment la décomposition a permis de faire apparaître les poumons (Composante image # 1) comme dans l'image anatomique à travers le thorax.
	Figure. Signal réel.
	Exemple 2:
	Exercice 1. Écrire la somme des fonctions  sur rj = 0 1/8 2/8 3/8 4/8 5/8 6/8 7/8 et déssiner le graphique de s = (8 6 7 3 1 1 2 4).
	Exercice 2. Décomposer au niveau 3 le signal s = (2 5 7 4 0 1 8 2), puis reconstruire le résultat pour retrouver s.
	Exercice 3. Décomposer au niveau 2 l'image s, puis reconstruire le résultat pour retrouver s:
	Exercice 4.

