
  Cours IMN 359. Page 18/137 

II.3. Les Séries de Fourier  

Supposons que 
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autrement dit la somme de sinus/cosinus converge vers f(x) sur [-L,L]. On peut alors que pour 

n=1,2,3,... : 
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Noter que généralement on utilise la lettre T pour les périodes en temps et la lettre L (ou D ...) pour 

les périodes en longueur (distance). 

 

Notons aussi que si l’identité (1) a lieu, comme les sinus et cosinus sont des fonctions 

périodiques, la fonction f (x) de gauche, même si elle n’est définie que sur [0,T] à priori peut 

être considérée définie sur R avec la propriété dite de périodicité 𝒇(𝒙 + 𝑻) = 𝒇(𝒙), ∀ 𝒙 ∈ 𝑹 

 

En multipliant (1) par cos(nx/L) et en intégrant entre -L et L (ce qui revient à faire le produit 

Hermitien entre f(x) et cos(nx/L), 〈𝑓(𝑥), cos(mx/L) 〉): 
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Prenons le premier terme: 

( ) ( )  0sinsin

sinsinsin)cos(

=−−

=













−−






=














=

−−













mm
m
AL

L
Lm

L
Lm

m
AL

L
xm

m
LAdx

L
xmA

L

L

L

L  

Prenons le deuxième terme: 
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Si m = n: 

La
L

Ln
n
LL

L
Ln

n
LLa

L
xn

n
Lxa

dx
L

xnadx
L

xnadx
L

xn
L

xma

nn

L

L
n

L

L
n

L

L
n

L

L
n

=













 −

+
−

−+=



 +

=−==

−

−−−


)2sin(
42

)2sin(
42

)2sin(
42

)2cos(
2
1

2
1)(cos)cos()cos( 2












     

Prenons le troisième terme: 
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Si m = n: 
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Si m = n = 0: 
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Finalement, l’équation (3) se résume à : 
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Refaisons la même procédure en prenant le produit Hermitien entre f(x)  et sin(nx/L) 

(〈𝑓(𝑥), sin(m x/L) 〉): 
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Finalement, prenons le produit Hermitien entre f(x) et 1, 〈𝑓(𝑥), 1 〉: 
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Le premier terme donne : 
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Le second terme donne : 
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Le 3e terme donne : 
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Finalement : 
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Conclusion: 

La série de Fourier de f(x) s'exprime, avec L la demi-période: 
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Des fois on écrit la série de Fourier de f(t) comme SF(f(t)), SFf(t)  ou Sf(t) 
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Lorsqu'on utilise la période T, on préfère écrire T au lieu de T/2. De même que les bornes 

de l'intégrale peuvent être indiquées par t1 et t2 avec t2 - t1 = T. Habituellement, mais pas 

obligatoirement, t1 = -T/2 et t2 = T/2. 

Par analogie entre la période spatiale 2L et la période temporelle T, les équations des 

séries de Fourier s'écrivent: 
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En se servant de la forme 
T
 2

= , les équations se simplifient davantage en écriture: 
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Noter que l'on peut écrire 
T
 2

=  et alors 
T

nn  2
= , ou bien en définissant 0 comme la 

vitesse angulaire (ou pulsation) fondamentale, alors n = n0. Il est possible aussi que n soit 

écrit en indice comme  n = n0 et 
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Exemple 1: 

a) Trouver les coefficients de Fourier de la fonction f(x) de période 10: 
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b) Tracer f(x) pour x=-20 à 20 avec des pas de 0.1 et pour n=1; n=1 à 3; n=1 à 10 et pour n=1 à 100. 

 

 

 

 

  

 

La période vaut 10, donc de -L à L vaut 10  2L = 10 ou L = 5. 
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Figure. Série de Fourier de f(x) tracée avec Matlab pour x = -20:0.1:20 et n = 1 à 100. 
 

Exemple 2: 

Trouver la série de Fourier de la fonction f(x) = x2 pour 0 < x < 2, si la période est 2. 

 
Graphique de f(x) = x2 répétée à chaque 2. 

La période vaut 2, donc de -L à L vaut 2: 2L = 2 ou L = . 

Au lieu de considérer l'intégrale de -L à L, on la considère de 0 à 2L selon l'énoncé de f(x). 
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du1=2xdx; ensuite u2=2x et du2=2dx. 
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Figure. Série de Fourier de f(x) tracée avec Matlab pour x = -6:0.01:6-0.01 et n = 1 à 100.  
 
Exercices: 
Trouver la série de Fourier de 
1- f(t) = 1 pour - < t < 0, f(t) = 0 pour 0 < t <  et  f(t+2) = f(t). 
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2- f(t) = t sur [-,] et f(t+2) = f(t). 
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	139.186349610043          60.2514005168974
	201.087589633816          89.0089391827868
	169.019317527953          74.1109407795489
	123.410133271107           52.922223408423
	97.6895942928666          40.9731995457315];
	Afficher a et arr pour comparaison:
	figure;plot(a(:,1),a(:,2),'bo', arr(:,1),arr(:,2),'ro','linewidth',2);legend({'a','arr'});set(gca,'xcolor',[0 0 0],'FontSize',16);set(gcf,'Color',[1 1 1],'Position',[280 100 800 600],'InvertHardCopy','off'); xlabel('Taille (cm)');ylabel('Poids (kg)');...
	Figure. Matrice de départ a et matrice compressée puis reconstruite arr.
	Exemple 2.
	Prendre l'image de la figure suivante:
	Sélectionner les indices pairs des pixels sur les colonnes et les afficher en fonction des indices impairs à partir de l'image précédente, tracer une ligne de régression y=x.
	Faire une rotation de 45o:
	Procédure de calculs de la transformation:
	2- Calculer la covariance: c = X0'*X0/(n-1);
	3- Calculer les vecteurs propres et les valeurs propres de la matrice de covariance. Les vecteurs propres forment une base orthogonale: [v,d]=eig(c);
	4- Prendre la diagonale des valeurs propres et les normaliser de façon à obtenir leur total égal à 1: dd=diag(d); dd=dd/sum(dd);
	5- Choisir les valeurs les plus importantes des valeurs propres normalisées. Ces valeurs choisies indiquent le nombre de composantes à retenir ainsi que leur position.
	6- On peut vérifier l'orthonormalité des vecteurs propres en observant que la diagonale de la matrice suivante vaut 1: w=v*v';
	7- Sélectionner les np vecteurs propres correspondants aux valeurs propres les plus importantes: vs=v(:,end-np+1:end);
	8- Calculer les composantes: Y=(vs'*X0')';
	9- Finalement, reconstruire l'image: yr=reshape(Y,128,256);figuredb;colormap(map);imagesc(yr);
	Figures. Différence entre Yr l'image compressée en éliminant la corrélation entre 2 pixels voisins, et l'image Xr ou les pixels voisins ont été directement éliminés.
	Exemple 3.
	Dans cet exemple, il ne s'agit pas de compresser des images, mais de mettre en évidence des structures qui ne sont pas apparentes sur les images de départ. L'algorithme décompose la séquence dynamique en plusieurs composantes ayant des comportements d...
	Les images sont obtenues avec l'imagerie par la tomographie d'émission par positrons (TEP). Le but est de mesurer le métabolisme du glucose dans le coeur d'un rat. Le glucose marqué par un émetteur de radioactivité (radiotraceur) est injecté dans le r...
	➢ L'image de tous les cadres montre l'ensemble des images où l'on constate l'accumulation du radiotraceur dans le coeur à mesure que le temps passe.
	➢ La décomposition permet de ressortir des structures, qui, autrement, n'étaient pas apparente.
	➢ Observer comment la décomposition a permis de faire apparaître les poumons (Composante image # 1) comme dans l'image anatomique à travers le thorax.
	Figure. Signal réel.
	Exemple 2:
	Exercice 1. Écrire la somme des fonctions  sur rj = 0 1/8 2/8 3/8 4/8 5/8 6/8 7/8 et déssiner le graphique de s = (8 6 7 3 1 1 2 4).
	Exercice 2. Décomposer au niveau 3 le signal s = (2 5 7 4 0 1 8 2), puis reconstruire le résultat pour retrouver s.
	Exercice 3. Décomposer au niveau 2 l'image s, puis reconstruire le résultat pour retrouver s:
	Exercice 4.

