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mathématiques au traiterment de Iimage. Javais trop de respect pour les
mathématiques pour penser pouvoir y contribuer, et j'étais encore per-
suadé que la connaissance procédait des mathématiques pures vers les
applications. C'est lorsque ['ai essayé d'établir la relation pressentie que je
me suis rendu compte que l'approche du traitement de l'image pouvait
contribuer & la compréhension mathématique des ondelettes.»

La définition d'une/ multirésolution

Comparons l'analyse multirésolution 2 Vapproximation du nombre
88/7 = 12,5714285... Selon la précision désirée, on peut arrondir 88/7
par 10 ;12 12,5 ; ou 12,57... De la méme maniére, la fonction d’échelle,
comprimée ou dilatée, donne 'image du signal 2 une résolution donnée.

Les ondelettes encodent la différence d'information entre deux résolu-
tions (ici elles différent d’'un facteur deux ; dans le systéme décimal, elles
different d'un facteur dix). Entre 10 et 12, les ondelettes encodent le détail
2 ; entre 12 et 12,5, des ondelettes plus petites encodent le détail 0,5 ;
entre 12,5 et 12,57, d'autres ondelettes encodent 0,07 ; et ainsi de suite.

La finesse des détails améliore Vapproximation. Dans l'autre sens,
quand on étire la fonction d'échelie, on finit par ne plus rien voir du tout,
comme si on essayait d'approximer 88/7 en utilisant les centaines. La
totalité de Vinformation est donc contenue dans la somme des détails
encodés par des ondelettes : 10 + 2 + 0,5 + 0,07 + 0,001 + ..

Les nombres dédmaux peuvent approximer n'importe quel nombre,
sans redondance et avec une précision arbitraire ; une multirésolution en
fait de méme pour 'importe quel signal, si elfe satisfait quatre conditions
mathématiques’. Voici ces conditions :

(1) La fgnction d'échelle doit étre orthogonale ¢ ses translatées par des
entiers.

Quand on translate la fonction d'échelle @ («phi») par un nombre
entier, les fonctions translatées doivent étres orthogonales entre elles - le
produit scalaire de ¢ et de chacune de ses translatées est nul,

Examinons cette condition d'orthogonalité imposée aux translatés
d'une fonction d'échelle associée & la fonction de Haar. La fonction de
Haar, qui date de 1910", est la premigre ondelette engendrant une famille
d'ondelettes orthogonales ; toutefois les discontinuités de cette fonction
créent des artefacts lors de I'encodage d'une image.

1 1

La fonction d'échelfe de Haar. L'ondelette de Haar,
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La fonction d'échelle de Haar vaut 1 lorsque x est compris entre 0 et 1,
et 0 pour toute autre valeur de x. Quand on translate cette fonction d'ur
nombre entier, la fonction d'échelle vaut 1 13 ol sa translatée vaut zéro ;
leur produit scalaire est donc nul ; elles sont orthogonales.

La condition d'orthogonalité est plus difficile a satisfaire quand le sup-
port de 1a fonction d'échelle est supérieur 3 1 : la fonction translatée par
le nombre 1 empitte sur la fonction initiale : il faut alors des

compensations délicates entre termes positifs et négatifs pour éviter la
corrélation.

(2) Le signal & une résolution donnée contient toute information du
signal aux résolutions plus grossiéres,

Considérons les espaces V, (...V ,, V_,, V|, V|, V, ...). Uespace vV, est,
par définition, 'espace ms@msa«m par la w,oz%cn an:mzm et ses :.m:am-
tées par des entiers : tout ce qu'on peut exprimer par ces fonctions est
contenu dans V,, et tout ce qui est contenu dans Vi, peut étre exprimé
par ces fonctions.

Ainsi, T'espace V,, de Haar est F'espace des fonctions localement
constantes Ues histogrammes) avec éventuellement des discontinuités aux
valeurs entiéres de la variable.

]
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Une fonction dans l'espace V,, de Haar.

Lespace V; est engendré par les fonctions de Vi, comprimée d'un fac-
teur 2/, >5m. pour la multirésolution de Haar, V, est l'espace des fonc-
tions localement constantes, ayant w<w2%_wm3¢2 des discontinuités aux
demi-entiers : cet espace est engendré par la fonction d’échelle comprimé
par le facteur deux et translaté par tous les demi-entiers.

La condition {2J stipule que V'espace V, d'une multirésolution doit étre
contenu dans V. Clest le cas de la multirésolution Haar : une fonction
localement constante, sauf éventuellernent aux entiers, est une fonction
localement constante, sauf éventuellement aux demi-entiers. De méme
V, est contenu dans V,, V, dans V,, etc (Certains auteurs, dont
Umccmnr.mm utilisent la Sagcz opposée © V| est contenu dans V,. Un
piége de plus pour les novices!)
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Ne vous laissez pas abuser par la simplicité de 'exemple de Haar
On dilate et translate une fonction arbitraire, pour créer de nouveaux
espaces K ; @ prior, aucune raison NOUS AssUre que Ces espaces succes-
sifs seront contenus les uns dans les autres. Considérons une fonction qui
vaut 1 entre 1/4 et 3/4, et O ailleurs.

0 14 172 3/4 1
Une fonction analogue @ fa fonction d'échelle de Haar
{celle-o n'engendre pas des espaces comtenus les uns dans les autres).

Si on la translate par des entiers, on obtient un espace V, qui res-
semble & une fonction localement constante.

0 4 12 34 1 372 2 5/2 3
Exemple de fonction de l'espace Vv, formée de transiatées
par des entiers d'une fonction analogue @ la fonction d'échelle de Haar
(qui vaut 1 entre 1/4 et 3/4, et O affleurs).

Cette fonction comprimée par un facteur deux vaut 1 entre 1/8 et 3/8,
et O aifleurs. Les translatées de cette nouvelle fonction par des demi-
entiers forment un nouvel espace, V,, qui ressembile aussi & une fonction
localement constante espacée. Toutefois I'espace V, n'est pas contenu
dans V,.

0 Y4 12 34 i 372 2 5/2 3
Exemple de fonction de l'espace V, formée & partir de lo méme fonction
comprimée d'un facteur 2, et de ses translatées par des demi-entiers,

Dans ce cas, V,, n'est pas contenu dans V,.
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(3) La fonction O est le seul objet commun é tous les espaces V.

A la fin de ce processus de dilatation, Iimage du signal devient infini-
ment floue : elle ne contient plus aucune information. En langage matheé-
matique, cette condition s'écrit :

lim X = & = {0,

§ e

4} On peut approximer avec une précision arbitraire nimporte quel
signal

im V= LAR,

[

Construire une multirésolution

Si ces quatre conditions sont satisfaites, la théorie de multirésolution
assure qu'il existe une ondelette qui, avec ses translatées et dilatées,
encode la différence d'information entre deux images d'un signal de réso-
lutions successives. L'espace W, associé 3 Fondelette est orthogonal & l'es-

!
pace V, et représente la différence entre VietV, .

E,
W V-V,

Lexistence de fonctions satisfaisant ces conditions, notarmment les
conditions (1) et (2), n'est pas, a prior, évidente (excepté pour la fonction
déchelle de Haar). Mallat découvrit cependant quil est possible de
construire une fonction-d' ondelette, & partir de la transfor-
mée de FourierC la fonction de transfe de presque n'importe quel,
filtre. | existe donc une nfinité de systémes de multirésolution, chacun?
avec sa propre fonction d'échelle et sa propre ondelette mére.

Esquissons la méthode de Mallat®. Nous commencons par définir une
fonction de transfert & partir d’'une fonction d'échelle donnée. Pour cela,
nous écrivons la fonction d'échelle comme la combinaison de ses transla-
tées a la résolution deux fois plus fine, chague translatée étant affectée
d'un coefficient (cela est possible o’aprés la condition (20 «

£33

0= X a 20@x - ).

LR
(On écrit 2 plutbt que @ pour normaliser lintégrale de ces nouvelles
fonctions a 1 : puisqu'elles sont comprimées par un facteur de 2, elles doi-
vent étre deux fois plus hautes) Pour la fonction de Haar on obtient |

1

0 1 O o 172 1
La fonction de Haar est égale & ka demi-somme de deux fonctions
comprimées par un facteur 2, la deuxiéme étant iranslotée par 172
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0,00 = 3 20,201+ J 12 g, 2x- 11

Donc a, = a, = 1/2 et les autres a, sont nuls. (Habituellernent, C'est la
longueur de la fonction — donc lintégrale du carré de fa fonction — qui
mm;o_‘amw.wmmMrmmnomm_n_m.._mmma_mznmwoaaoxﬁ QW ._‘m<m_mcq

1/2 facilitera nos calculs plus tard.)
Ensuite on crée une série de Fourier A(S) a l'aide des coefficients a,

A®) = ,Msﬁ e2ming, (13)
ol A mmmﬁ% les nonaaomm wm:é&mm
ADY=1 et
A 2 + | AG + M =1 (14)

On ajoute une condition de 3@:5:3 les g, convergent, & un taux
raisonnable, vers zéro. Cette 33803 A est de vm:oam 1. (Mallat utilise
une fonction de période 27, mais, & ceci prés, sa formule” est identique.)

Du point de vue géométrique, la condition (74) indique que la courbe
parcourue par les points de coordonnées complexes A() et AE + w
«vit» sur la 3-sphére de rayon 1.

En traiternent d'image, la condition (74) détermine le filtre passe-bas
d'une paire de.fillres, jumelés.et-complémentaires : elle leur vaut le nom
rébarbatif d fitres miroirs en quadratur ’Ceest dans ce contexte que
D. Esteban et C ont d'abord étudié, en 1977, la fonction A, avant
que Mallat ne la redécouvre dans le contexte des ondelettes.

La fonction A est la transformée de Fourier du filtre numérique passe-
bas (qu'on notera @), égal a la suite de nombres ... a_,, a,, a, ... (Si vous
étes troublé par l'existence de la transformation de Fourier d'une suite de
nombres, voir 'Appendice E, La transformée de Fourier dune fonction
périodique, page 208)

Considérons les valeurs A() et A(1/2) : puisque A0} = 1, la condition
(14) donne A(1/2) = 0. Le graphe ressemble bien (au moins, la partie cen-
trale) & la fonction de transfert d'un filtre passe-bas®.

A

NSNS NN N
-1 12 -4 0 14 172 1 FREQUENCE
La fonction A.
La multirésolution de Haar

Appliquons cela & la fonction de Haar. Nous créons une série de Fou-
rier Ay, & partir des coefficients a, = a, = /2 :

AE) = 1 mosa@.,r W el @ni® = 1 (1 4 e2nity

&
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Sachant que cos § = M e’® + e'%), nous obtenons :

AL =e" cos n E, et
(s w e Lo
Lxﬁ+mvnmar 2 ncma&wivam??;ix@.

(La derniére égalité utilise les formules cos @ + WS =_sinOete? =)
On voit que la condition (74) est satisfaite

(Je™| jcos mED? + (Je™E] | j sin mE[) = 1.

”.— qu*

Construire une fonction d’échelle

En pratique, on suit la démarche inverse. Il nest pas difficile de créer une
fonction A qui satisfait les conditions imposées. (Quand Mallat a compris
le rapport entre les ondelettes et les filtres, il existait un grand nombre d'ar-
ticles sur ces filtres et sur les méthodes numeériques de construction) En
revanche, nous ignorons & quoi ressemble cette fonction d'échelle, méme
st nous savons que les coefficients de Fourier de 4 sont aussi les coefficients
d'une fonction d'échelle décomposée en la somme de ses translatées 3 une
résolution deux fois plus fine.

Mallat a relié fa fonction A 2 la transformée de Fourier de la fonction
d'échelle & par :

= 2
DE© m A3). (15)
Cette formule™ représente un produit infini © la valeur de & & chaque &
est égale au produit de toutes les valeurs de A évaluée aux points
AWV pour / allant de 1 a linfini. Ces muttiplications correspondent dans
l'espace physique & une cascade de convolutions du filtre passe-bas avec
lui-méme aux échelles différentes. )
Lidée d'un produit infini peut effrayer le lecteur inexpérimenté, mais il
ne faut pas prendre {infini trop au sérieux ici. Ce produit converge a une

ém&mé:@:mc.mﬂmwmoc,\mimmx@.:émac naacxmcmami vocuw
construire la transformée de Fourier d'une fonction d'échelle. II suffit al ory

dinverser la transformée de Fourier, pour obtenir fa fonction %m%&&

Quand le nombre de coefficients a, non nuls est fini, on obtient une fond
tion d'échelle & support compact. nmé le cas de la fonction d'échelle d
Haar, et des fonctions d'échelles liées aux ondelettes de Daubechies. M

Les ondelettes

Que deviennent les ondelettes dans tout cela? Dans la perspective géo-
métrique, on crée une deuxigme noc_,vm sur la 3-sphére. Chaque point de
la premiére courbe, celle associée a la fonction A, est un vecteur - on
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construit la courbe des ondelettes avec des vecteurs orthogonaux {per-
pendiculaires) aux vecteurs de la courbe associée 3 A. On utilise cette nou-
velle courbe pour construire une fonction qu'on nomme D {pour diffé-
rences, puisque les ondelettes encodent les différences), de la meéme
rmanigre qu'on a construit A & partir de la premiére courbe : la premiére

ﬂ%;o&c::mm de cette nouvelle courbe est le nombre complexe D(), la

conde est D(E + 1y

. 2
vﬁv % Créons l'ondelette w {(«psi») & partir de D et de A selon la formule
& 29 | Pm.w\ R N : .
iz £) =
%@fnm N Ve = vam AlZ). (16)

, Il existe plus d'une courbe orthogonale & la premiere courbe. Par
. wa@& Anoammﬁcmzo la méme fonction A peut engendrer plusieurs ondelettes.
Toutefois Yune d'elles est préférable aux autres. On impose la régle sui-
vante : si la fonction d'échelle est réelle (pas complexe), alors I'ondelette
engendrée par la deuxiéme courbe (orthogonale 3 la premiére) sera
réelle aussi. De plus, si la fonction d'échelle a un support compact, la
courbe «préférable» engendre une ondelette 3 support compact, ce qui
‘est pas nécessairement le cas des autres courbes orthogonales. (Cette
irégle ne marche qu'a une dimension.)

Si vous m'étes pas a laise avec la géomeétrie, examinons la question &
l'aide des filtres. La condition |D(E)|2 + |DE + W )2 = 1, qui impose que la
courbe associée & D appartienne 3 la 3-sphére de rayon 1, est I'analogue
de la condition (74) imposée a la fonction A(). Par conséquent, D a la
méme forme que A. En outre, les deux courbes sont orthogonales : si
A = 1, alors D) = 0, et vice versa. Dans ces conditions, le graphe de
D) a Valiure suivante

Ed o

7 J12 <1a 207 1 an ~1 FREQUENCE

La fonction D.

On peut reconnaitre ce type de courbe comme la transformée de Fou-
rier d'un filtre passe-haut.

Notez que, puisque A et D sont périodiques, les transformées de Fou-
rier des filtres «passe-bas» et «passe-haut» alternent

A D

< A4 e/ ATy \v e vy \*g o
-1 -2 -4 0 14 172 1 FREQUENCE

Ces fonctions ne semblent pas se préoccuper des «hautes» ou des
«basses» fréquences! Ne vous laissez pas abuser : les fréquences d'un
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filtre numérique (ou d'un signal échantilionngé) ne se placent pas sur une
droite, entre moins 'infini et I'infini ; elles s'enroulent sur un cercle. £n
effet, il est facile de montrer que fa transformée de Fourier d'un signal
€chantilionné est périodique. Si p est la période d'échantillonnage, un
coefficient de Fourier du signal échantilionné est égal a la somme, multi-
pliée par p, du produit des valeurs échantillonnées par Ifexponentielle
complexe de la fréquence p (voir la formule (8) dans La fransformation
de Fourter rapide, page 50). Le coefficient de Fourier de la fréquence
T+ w ) est égal au coefficient de la fréquence 1 -

e

) AR
p MU %@U\. mtwalit Ww Inp @ p M \n@wb\. m.w?, T m,.upvf,m.
n F e OO P——
=

Donc les coefficients des fréquences ¢, (+ + w ), m )... sont tous
€gaux (voir I'Appendice E, La transformée de Fourier d'une fonction perio-
dique, page 208, ol nous utiisons des distributions pour montrer que la
fonction périodique A est la transformée de Fourier d'une séquence de
valeurs a ).

Dans le cas d'un signal défini sur une gamme de fréquences limitée,
échantillonné 2 la fréquence imposée par Shannon, les termes «hautes» et
«basses» fréquences gardent leur sens ordinaire. Considérons un signal
défini sur 10 000 hertz, échantifionné 20 000 fois par seconde. On choisit
Funité de temps pour que la graduation 1 des figures précédentes corres-
ponde a 20 000 hertz, et on considére la région située entre ~1/2 et 1/2.

La fonction d'échelle «pére»

On peut aussi déduire directement 'ondelette de la fonction d'échelle.
Lespace W associé a I'ondelette est contenu dans I'espace V a une réso-
lution deux fois plus fine : Ve ® W, =V, Alorson a

éuaNMﬁéw?a, :E
L
Dans le cas de la fonction de Haar, nous savons que
yt) = 28 — 2t~ 1),
c'est-a-dire
yith=1s0<t< 12 ;
W) = 1,51 1/2 51 <1
Wy = 0, autrement.

¥

Donc les coefficents o, sont dy= V2 et d, = - 1/2, les autres étant
nuls ; en outre, nous avons d, = a, et d, = ~ a,.

La facilité avec laguelle on construit une ondelette 3 partir de la fonc-
tion d'échelle découle de la relation simple et intime qui lie les coefficients
a,deAetd deD.
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«Cest absolument remarquable, écrit Strang : les coefficients d, sont
identiques aux a,. Simplement, les d apparaissent dans I'ordre inverse
des e, et leurs signes alternent»® La simplicité de cette relation ne doit
pas nous surprendre entiérement, compte tenu de la ressemblance des
graphes de A et de D.
fﬁ

Calculer une transformée en ondelettes sans ondelettes

Conséquence curieuse mais essentielle de la multirésolution, on peut
transformer un signal en ondelettes, sans ondelette ni fonction d'échelle.
Pour calculer la transformée en ondelettes, on n'a besoin que des filtres,
Au tieu d'effectuer te produit scalaire de la fonction d'échelle, ou de l'on-
delette, avec le signal, on réalise un produit de convolution du signal avec
ces filtres (voir La transformation en ondelettes rapide. page 115).

ol est trés surprenant de calculer avec une fonction inconnue, écrit
Strang*®, mais les applications n'exigent que des coefficients. Nous avons
appris comment travailler lorsqu'une régle simple engendre des fonctions
compliquées : il faut rester avec la régle simple.»

Attention, tous les ouvrages n'emploient pas les mémes notations : la
fonction A est notée H par Mallat' et m, par Lemarié® ; les coefficients,
notés a, ici, sont ¢, dans Strang"”. En outre, tout le monde ne normalise
pas de la méme facon : les coefficients de notre filtre mmmw¢Umm de Haar
sont a, = a, = 1/2, Daubechies” utilise a, = a, = 5 - Strang” utilise
a, = a, = 1. Caveat emptor. ..

Calculer vite

Fd

Le deuxicme role que confere Mallat 4 la fonction
d’échelle (la rapidité des calculs), est inspiré des algorithmes
pyramidaux, décrits en 1981 et 1983 par deux Américains, spé-
cialistes du traitement d’images : Peter Burt, qui travaille main-
tenant au David Sarnoff Research Center, 3 Princeton, et
Edward Adelson, chercheur au Massachusetts Institute of Tech-
nology.

Si I'on ne se préoccupait pas du temps de calcul, on pour-
rait décomposer le signal en ondelettes en le comparant, &
chaque échelle, aux ondelettes de taille appropriée. Le retour,
a chaque étape, au signal initial est tres lent. C'est comme si
I'on étudiait les sols avant d’élaborer toute carte, que ce soit
une carte d’état-major des Causses, une carte touristique de la
Bretagne, ou une carte de la France qui n'indique que les villes
et routes principales. Il est plus astucieux de se servir du travail
déja fait ; on réalise des cartes sommaires a partir de cartes

#(
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détaillées. De méme, pour calculer vite, on commence Panalyse
d’un signal par la résolution la plus fine : fine to coarse.

La premitre étape de cet algorithme rapide consiste a
séparer le signal en deux composantes : une composante lisse
(Iallure générale du signal) et 'ensemble des petits détails (les
fluctuations). L’image lisse est le signal tel qu'on le voit a la
moitié de la résolution la plus fine : avec deux fois moins
d’échantillons. On obtient cette image lisse a laide d'un filtre
passe-bas qui correspond a la fonction d’échelle 5 ¢'est pour
cela que la fonction d’échelle est parfois appelée fonction de
lissage.

Les détails sont les retouches quil faut apporter a 'image
lisse pour reconstituer le signal initial. On les obtient en utilisant
un filtre passe-haut, qui correspond aux plus petites ondelettes.

On congoit intuitivement qu'il doit exister une relation
mathématique précise entre la fonction d’échelle et les onde-
lettes utilisées. Si I'on fabrique un filtre & partir du «pére»
d’une autre famille d’ondelettes, il n’y a aucune raison de sup-
poser que le signal lissé par le pére et les détails encodés par les
ondelettes contiennent toute 'information du signal. La meére,
la fonction pere et les bébés ondelettes ont effectivement un air
de famille, qu’évoque cette terminologie, aujourd’hui quelque
peu discréditée.

Apres 'enregistrement des premiers coefficients d’onde-
lettes (qui encodent les petits détails), la deuxieme étape consiste
a répéter la procédure sur le signal & une résolution demie. On
sépare ce signal lissé en deux parties : un signal encore plus lissé
(vu a un quart de la résolution du signal initial) et de nouveaux
détails (deux fois plus grands que les précédents.)

Pour cela on dilate d’un facteur deux la fonction d'échelle
et Pondelette. Ce travail est deux fois plus rapide que celui de
la premiére étape : on détermine deux fois moins de coeffi-
cients et la difficulté du calcul est la méme. On calcule de nou-
veaux détails et de nouvelles valeurs moyennes a partir d'inter-
valles deux fois plus grands et i partir de la valeur movyenne,
déja connue, de chaque moitié d’intervalle.

La troisieme étape est encore deux fois plus rapide : on
calcule deux fois moins de coefficients, pour produire un signal
a un huitiéme de la résolution initiale... A la fin de ce proces-
sus, le signal lissé est tellement lissé qu'il disparait : toute I'in-
formation s’est envolée dans les coefficients d’ondelettes. Ces
coefficients sont classés par résolution, chaque résolution
correspondant a une certaine échelle, donc A certaines
fréquences... On peut aussi arréter le processus avant que le
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signal ne se volatilise ; I'information qui reste est alors encodée
par la fonction d’échelle (voir La transformation en ondelettes
rapide, page 115). -
Cet algorithme rapide qu’on vient d’esquisser — la FWT,
ou fast wavelet transform — est trés proche des algorithmes
pyramidaux de Burt et Adelson, qui utilisent des bancs de

*filtres. «Quand on les relit aprés coup, on réalise qu'ils avaient

tout dit dans leurs travaux, dit Meyer. Avec la distance acquise
aujourd’hui, je dirais qu'on a ajouté un epsilon a I'ceuvre
magnifique de Burt et Adelson. L'epsilon n’était toutefois pas
négligeable. On ne voyait, dans leurs techniques, aucune théo-

rie scientifique permettant d’expliquer les choix qu'ils ont faits

ar instinct. -
P A e

LES ALGORITHMES PYRAMIDAUX
DE BURT ET ADELSON

Peter Burt et Edward Adelson ont commencé & collaborer apreés leur
doctorat, & New York ol Adelson travaillait ; Burt faisait la navette entre
New York et ['Université de Maryland. «Nous étions tous les deux inté-
ressés par les idées dans le vent sur I'analyse multi-échelle, comme celles
de David Marr, du Massachusetts Institute of Technology : nous avions
indépendarnment développé I'idée d'une décomposition multi-échelle ité-
rative, dit Adelson. A I'origine, notre travail ne se fondait sur rien de plus
qu'un peu d'intuition et algébre élémentaire» Burt avait introduit les
algorithmes pyramidaux pour la perception visuelle par Vordinateur. Adel-
son et I écrivirent un article™, o ils introduisirent les termes pyramides
gaussiens et pyramides laplaciens et montrérent comment les utiliser dans
la compression d'images.

Leur article le plus célebre sur les algorithmes pyramidaux® fut publié
en 1983. «Je soupsonne, écrivit un rapporteur, que personne n'utilisera
jamais cet algorithme.» En 1986, dans les laboratoires de RCA, avec un
étudiant, Eero Simoncelli, Adelson construisit des pyramides orthogo-
nales™. «Plus tard, dit4l, nous avons appris que nous avions réinventé des
filtres miroirs en quadrature.» En 1989, Adelson et Simoncelli Gaujourd’hui
au Massachusetts Institute of Technology) ont abtenu un brevet pour l'em-
ploi de la transformation dans la compression des images.

«Le brevet appartient aujourd'hui & General Electric (GB), acquéreur de
RCA, et pourrait bien s'appliquer  l'essentiel de I'encodage des images
par ondelettes, dit Adelson. Je ne sais pas si GE s'en rend compte.»
(D'autres disent qu'il est peu probable que le brevet s'applique 3 cet enco-
dage, puisque les filtres miroirs en quadrature, introduits par D. Esteban
et C. Galand en 1977, étaient connus depuis longtemps.)
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«Deux concepts faisaient défaut : le concept d’ondelette et
le concept de moments nuls. L'aspect orthogonal était aussi
absent. Burt et Adelson calculaient les coefficients, mais ils ne
les interprétaient pas comme une base orthogonale. Ils ont eu
toutefois un énorme instinct. Ils ont donné un exemple ot le
moment est nul... On a découvert a posteriori nombre de justi-
fications des choix qu’ils ont faits.»

De méme que la FFT, la FWT n'est pas un luxe qui aug-
mente la rapidité des calculs ; elle permet de réaliser des cal-
culs, infaisables autrement.

«Dans la plupart des signaux unidimensionnels, la vitesse
de calcul n’est pas essentielle : aujourd’hui on calcule trés vite,
avec les processeurs spécialisés. Cela devient faux quand on
considére des images a deux dimensions, sans parler de dimen-
sions plus hautes ; il existe des calculs impossibles A faire sans
algorithmes rapides», dit Grossmann.

Méme en une dimension. selon Mallat, la rapidité peut
étre indispensable : «Si on veut calculer, par exemple, une
transformée en ondelettes dun signal de parole en temps réel,
il faut étre capable de calculer une transformée en ondelettes
de 16 000 échantillons par seconde... il faut absolument des
algorithmes rapides.»

Le temps retrouvé : les ondelettes de Daubechies

Mallat avait d’abord proposé son algorithme rapide en
utilisant les versions tronquées d’ondelettes infinies construites
par Guy Battle et Pierre-Gilles Lemarié-Rieusset. Une nou-
velle sorte d’ondelette orthogonale & «support compact» per-
met d’éviter les erreurs qu’entraine cette troncation. Ces onde-
lettes, construites par Daubechies, ne sont pas infinies ; elles
sont nulles partout, sauf dans un «support» limité : entre
-2 et 2, par exemple.

Elles sont aussi, & 'opposé des ondelettes de Morlet ou de
Meyer, de véritables créatures de 1'¢re informatique : les onde-
lettes de Daubechies ne peuvent étre construites a partir de for-
mules analytiques ; on les fabrique a I'aide d’itérations™,

Une itération consiste a appliquer successivement une
opération sur le dernier résultat obtenu ; itérer (x — x>~ 1) a
partir de x = 2, donne 3, puis 8, puis 63... La transformation en
ondelettes rapide est une itération, puisqu’elle utilise chaque
fois la derniére version du signal lissé comme nouveau point de
départ. Itérer est ce qu’un ordinateur fait le mieux : «on donne
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13. Ondelettes, fonctions d'échelle et leur transformée de Fourier. Les onde-
lettes 1 et 2 servent en représentations continues, qui ne nécessitent aucune
fonction d’échelle : (1a) l'ondelette de Morlet, fonction complexe (la courbe
en tiretés est la partie imaginaire) et (15) sa transformée de Fourier ; (24) le
«chapeau mexicain» et (2b) sa transformée de Fourier. Les autres ondelettes
sont orthogonales, et associées & une fonction d’échelle : (3a) ondelette de
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Meyer-Lemarié d’ordre 4, (3¢) sa fonction d’échelle, (3b) et (3d) leurs trans-
formées de Fourier ; (4a) Pondelette de Daubechies d’ordre 2, (4¢) sa fonction
d'échelle, (4D) et (4d) leurs transformées de Fourier 1 (5¢) londelette de Dau-
bechies d’ordre 7, (S¢) sa fonction d’échelle, (5h) et (5d) leurs transformées de
Fourier. L'ordre mesure la régularité Q'une courbe : Pondelette d'ordre 7 est
plus lisse que celle d’ordre 2. (Avee Paimable autorisation de M. Farge et E. Goirand)




112 ONDES ET ONDELETTES

une seule commande et puis on boucle ; ¢a va trés viter,
dit Mever.

En apparence, une telle itération est simple, mais il n'est
pas si facile de la comprendre. Les itérations non linéaires,
telles que x? - 1, sont Péquivalent, en temps discret, des équa-
tions différentielles non linéaires, rebelles 2 tout effort d’ana-
lyse. Pendant longtemps les mathématiciens avaient prudem-
ment pris le parti de n'y pas penser, tant ces itérations sont
difficiles. Depuis une vingtaine d’années, avec I'aide des ordi-
nateurs, ils ont appris a les utiliser pour créer, a partir de logi-
ciels simples, des objets extraordinairement complexes, tels
que les ensembles de Julia ou de Mandelbrot, produisant ainsi
les belles images de «chaos» et de systémes dynamiques.

Néanmoins nombre de mathématiciens restent mal i I'aise
face aux itérations. Selon Yves Meyer, I'idée de les utiliser pour
construire des fonctions explicites ne leur est pas familiere. «En
revanche, dit-il, pour les gens qui travaillent avec les ordina-
teurs et qui font du traitement du signal, les méthodes itératives
sont extrémement naturelles.»

Stéphane Mallat étudiait la vision artificielle : pour lui
I'usage des ordinateurs était presque naturel ; il imagina de
construire les ondelettes par une méthode itérative. Il a suggéré
cette approche (également inspirée des algorithmes pyrami-
daux de Burt et Adelson) dans son article sur la multirésolu-
tion. Il n’est toutefois pas allé au bout de cette idée. «Mallat
lance les idées brillantes, qui font travailler deux cents, trois
cents personnes, puis il passe a autre chose, constate Mevyer.
Clest Ingrid Daubechies, avec sa ténacité et sa puissance de tra-
vail, qui est parvenue 2 la réaliser.»

Ingrid Daubechies, de nationalité belge, a travaillé en
physique mathématique avec Grossmann, en France, puis sur
la mécanique quantique, au Courant Institute de New York.

«Son role a été essentiel, raconte Grossmann. Ses contri-
butions sont trés importantes, mais elles sont également abor-
dables et utilisables par diverses communautés. Elle sait parler
aux ingénieurs comme aux mathématiciens, et sa formation en
mécanique quantique est une bonne influence.»

Daubechies connaissait la multirésolution de Mever et
Mallat. «Yves Meyer m’en a parlé a une conférence. Je réflé-
chissait déja a certaines de ces questions, et leur travail m’a
intriguée», dit-elle. Avec les ondelettes infinies de Meyer, cal-
culer un seul coefficient d’ondelette nécessitait beaucoup de
travail. Daubechies voulait construire des ondelettes plus
faciles a utiliser. Elle était exigeante ; en plus d’orthogonalité et
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de support compact ~ deux contraintes tellement opposées
qu’on doutait de la possibilité de les réconcilier —, elle tachait
d’obtenir des ondelettes régulieres, avec des moments nuls.
«Je me demandais, pourquoi n’existerait-il aucune
méthode possédant ces caractéristiques, raconte Daubechies.
Cette question m’a passionnée ; une période de travail intense
a suivi. A I'époque, je connaissais peu Yves Meyer. Quand jai
obtenu la premiere construction, il s’est montré trés enthou-
siaste ; quelqu’un m’a signalé qu’il en avait parlé au cours d’un
séminaire. Je savais que ¢’était un mathématicien brillant et jal
pens¢, mon Dieu, il est en train de comprendre les choses bien
plus vite que moi... Je sais aujourd’hui qu'il ne se serait jamais
attribu¢ le mérite de la découverte, mais i 'époque je sentais
que c’était urgent. Je travaillais d"arrache-pied. A la fin de mars

e

1987, j'avais tous les résultats.»




