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b- Retrouver, à partir du vecteur décomposé de S de l'exercice 1 ci-dessus, les 
coefficients C2, C1 puis le signal S. 
 
 
La transformée de Haar en 2D 
La transformée de Haar en 2D s'obtient en transformant selon les lignes, puis le résultat 
est trasnformé selon les colonnes. 
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 Calculs selon les colonnes. 

 
 

 
Figure. Diagramme représentant la décomposition d'une matrice S selon les lignes, puis selon les 
colonnes, en appliquant les filtres de décomposition de basse fréquence LD et de haute fréquence 
HD, pour obtenir les coefficients des approximations CA, les coefficients des détails horizontaux 
CDh, verticaux CDv, et diagonaux CDd, et ce pour un niveau 1 de décomposition. 
 
 
 
 
 
La décomposition de S ci-dessus s'exprime: 



  Cours IMN 359. Page 121/137 









=









−−+−−+
−−++++

=









+−−−−+
−+−+++

=









−−−+−+
−+−+++

=

C Dh    C Dd
vC A      C D

ssssssss
ssssssss

ssssssss
ssssssss

ssssssss
ssssssss

C

     

4/
    
    

     

4/
    
    

     

4/
)()(    )()(
)()(    )()(

1001110011100100

1101100011100100

1110010011100100

1110010011100100

1110010011100100

11100100111001001

 

 

Habituellement, les coefficients s’écrivent selon : 







CDv    CDd

hCA      CD
, et donc selon les calculs 

précédents on doit permuter CDh et CDv. 
 
 
Exemple: 
Voici un exemple de décomposition au niveau 1 de l’image suivante : 
 

 
Figure. Image décomposée au niveau 1 par l'ondelette de Haar montrant les coefficients des 
approximations, des détails horizontaux, verticaux et diagonaux. 
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Exemple 2 : 
Voici maintenant un exemple de la décomposition au niveau 3 de l’image de woman.   

 
Figure. Image de woman décomposée aux niveaux 1, 2 et 3 avec dwt2. L’image peut 
aussi être directement décomposée avec wavedec1: 
 
 
Exercice 1. 

Décomposer 







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b    a

S  selon les lignes-colonnes puis selon les colonnes-lignes et 

comparer les résultats. Reconstruire S à partir des coefficients. 
 
 
Exercice 2. 

Décomposer 
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S  au niveau 1 selon les lignes-colonnes puis selon les 

colonnes-lignes et comparer les résultats. 
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Théorie des ondelettes.  
 
Les ondelettes de Haar 

Nous avons vu la définition de la fonction suivante: 

 

 


 

=
ai l l eur s    0

1x0    s i    1
)(1,0 x

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Pour une fonction f(x) contenant plusieurs blocs, on l'exprime comme suit: 

)3()2(3)1(3)(2)( −−−+−+= xxxxxf   
 

 
 
 
D'une forme générale, f(x) s'exprime comme suit: 




−=
Zk

k kxaxf )()(    ak  R 

 
Les ondelettes permettent de traiter des signaux de haute résolution ou haute fréquence. 
Les blocs devraient alors être raccourcis. 
 
(2x) raccourcit le bloc de moitié par rapport à (x): 
(x)=1 si 0 ≤ x < 1 
(2x)=1 si 0 ≤ 2x < 1 ou 0 ≤ x < 1/2 
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et la forme générale devient: 


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k kxaxf )2()(    ak  R 

 
(4x) raccourcit le bloc de 4 fois par rapport à (x): 
(x)=1 si 0 ≤ x < 1 
(4x)=1 si 0 ≤ 4x < 1 ou 0 ≤ x < 1/4 
et la forme générale devient: 
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En généralisant, on obtient la forme suivante: 


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j
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ici le paramètre j réfère à la dilatation et le paramètre k réfère à la translation. 
 
 
Nous avons vu au début du chapitre précédent la définition de : 

     1,2/12/1,01,0  −=  
Celle-ci peut prendre la forme: 
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qui peut s'exprimer sous la forme générale: 
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L'ondelette  et la fonction d'échelle  sont orthonormales: 


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Il arrive dans certains ouvrages d'exprimer autant  que  sous une forme paramétrique 
normalisée: 
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Ces expressions sont identiques à celles précédemment annoncées, sauf le coefficient 2j/2 
qui est un facteur de normalisation de façon à obtenir: 
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Par le fait de la normalisation, les filtres de décomposition de Haar s'écrivent: 
LD = [1   1]/21/2 
HD = [1   -1]/21/2 
 
En 2D, on obtient le filtre de décomposition suivant: 

2/12/
1-        1

1        1








 

 
Ce filtre est développé pour une matrice de 4 x 4 utilisé dans une multiplication matricielle: 
 

2/12/

1-      0        1        0
1        0        1        0
0       1-       0        1
0        1        0        1
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Le filtre de reconstruction est déduit par transposition du filtre de décomposition. 
 
NOTE: ces filtres génèrent une matrice des coefficients comme suit: 
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Les ondelettes continues.  

Soit  une fonction continue et intégrable. 

Pour être une ondelette, la fonction  doit vérifier les 2 conditions d'admissibilité suivantes: 

 et     

(Rappel: norme de f: 
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À partir de la fonction , on construit une famille de fonctions a,b(t) telles que: 

 avec aR+ et bR 

 
 

Les coefficients d'une fonction f(t) décomposée par l'ondelette a,b(t) sont donnés par: 

 

où  est le produit scalaire. 

 

Exemple: 

Ajuster l'ondelette sur la gauche de la fonction et calculer le coefficient: 
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Avancer l'ondelette d'une position à la fois sur la fonction et calculer le coefficient: 

 
 

Quand toutes les positions de la fonction sont parcourues, dilater l'ondelette et parcourir 

les positions de la fonction de nouveau: 

 

 
 

Exemple d'ondelettes: 

 

Ondelette de Daubechies d'ordre 1 ou de Haar 

 
 

Ondelettes de Daubechies d'ordre 2 à 10: 
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Ondelettes biorthogonales: 
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Ondelettes coiflet 

 
 
 
 
 
Ondelette mexican hat 
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Ondelette morlet 

 
 
 
Ondelettes symlets 
 

 
 
 
 
 
 
 
Ondelette meyer 
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Exercices et applications des ondelettes.  
 

 

Exemple 1: (cwtb2) 
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Exemple 2: 

y = [ 2     2     6     3     2]; 

 

Avec Matlab: 

echelle=2;c=cwt(y, echelle,'db1');c, % db1 ondelette 1D de Daubechies <==> Haar. 

 

Par la convolution: 

for i=1:length(y);y1=[0 y 0];cy(i)=sum(y1(i:i+1).*[1 -1]/2^(1/2));end;cy 

c = cy = -1.4142         0   -2.8284    2.1213    0.7071 

 

y = [ 2     2     6     3     2]; 

echelle=4; 

c=cwt(y, echelle,'db1');c, % db1 ondelette 1D de Daubechies <==> Haar. 

for i=1:7;y1=[0 0 0 y 0 0 0];cy(i)=sum(y1(i:i+3).*[1 1 -1 -1]/2^(2/2));end;cy 

c =         -2   -3   -2.5    1.5    3.5  

cy = -1   -2   -3   -2.5    1.5    3.5    2.5 

Dans cy, les multiplications doivent être appliquées symétriquement sur les valeurs de f, 

puis retenir la partie centrale de même longueur que f. 

 

y = [ 2     2     6     3     2]; 

c=cwt(y, 2^3,'db1');c,  

y1=[0 0 0 0 0 0 0 0 y 0 0 0 0 0 0 0 0];for i=1:length(y1)-7;cy(i)=sum(y1(i:i+7).*[1 1 1 1 -1 -1 
-1 -1]/2^(3/2));end;[c'-cy(5:9)'] 
 
 

Programme non-généralisé et non-validé: 

n=4;y = [ 2     2     6     3     2]; 

c=cwt(y, 2^n,'db1');y1=[zeros(1,2^n) y zeros(1,2^n)]; 

for i=1:length(y1)-2^n+1;cy(i)=sum(y1(i:i+2^n-1).*[ones(1,2^n/2) -

ones(1,2^n/2)]/2^(n/2));end; 

cy(1:2^n/2)=[];cy(end-2^n/2:end)=[];[c'-cy']
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Exemple 3:  

load woman; figure;imagesc(X);colormap(map);title('X');colorbar; 
n=1;[LD,HD,LR,HR] = wfilters('haar'); 
dd=wavedec1(X,n,LD,HD);figure;imagesc(dd);colormap(map);title('Niveau 1'); 
ca0=dd(1:128,1:128);figure;imagesc(ca0);colormap(map);title('ca0'); colorbar; 
ch0=dd(1:128,129:256);figure;imagesc(ch0);colormap(map);title('ch0'); colorbar; 
cv0= dd(129:256,1:128);figure;imagesc(cv0);colormap(map);title('cv0'); colorbar; 
cd0= dd(129:256,129:256);figure;imagesc(cd0);colormap(map);title('cd0'); colorbar; 
 
dr=waverec1(dd,n,LR,HR);figure;imagesc(dr);colormap(map);colorbar;title('dr'); 
figure;imagesc(X-dr);colormap(map);colorbar;title('X-dr'); 
 
a=cd0; x=min(min(a)):0.01:max(max(a));nd=hist(a(:),x); 
figure;bar(x,nd,'r');axis([min(min(a)) max(max(a)) -inf 
inf]);title('cd');nd0=nd;in=find(nd==0);nd(in)=[];x0=x;x(in)=[];[parm,yfit]=lsqcurvefit_gauss1(
400,20,0,x,nd); 
 
ch0(find(abs(ch0)>10))=0; 
cv0(find(abs(cv0)>20))=0; 
cd0(find(abs(cd0)>0))=0; 
 
ddm=[ca0 ch0;cv0 cd0]; 
 
dr=waverec1(ddm,n,LR,HR);figure;imagesc(dr);colormap(map);colorbar;title('dr'); 
figure;imagesc(X);colormap(map);colorbar;title('X'); figure;imagesc(X-
dr);colormap(map);colorbar;title('X-dr'); 
 
figure;plot(1:256,X(88,:),'b-',1:256,dr(88,:),'r-');legend('Profile 88 de X','Profile 88 de dr'); 
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Exercice 1. Écrire la somme des fonctions  sur rj = 0 1/8 2/8 3/8 4/8 5/8 6/8 7/8 et 
déssiner le graphique de s = (8 6 7 3 1 1 2 4). 
 
Exercice 2. Décomposer au niveau 3 le signal s = (2 5 7 4 0 1 8 2), puis reconstruire le 
résultat pour retrouver s. 
 
Exercice 3. Décomposer au niveau 2 l'image s, puis reconstruire le résultat pour retrouver 
s: 

    

 
 
Exercice 4. 
a) Lire l'image woman et la décomposer par l'ondelette de Haar au niveau 1. 
b) Pour la reconnaissance qualitative du visage, peut-on perdre de l'information en 
compressant l'image de 256 x 256 à 128 x 128? 
c) En mettant les détails diagonaux à zéro, reconstruire l'image X pour obtenir dr. Tracer le 
profil 88 à travers X et dr sur la même figure. Quel est l'effet de mettre les détails à 0? 
d) Calculer l'histogramme des coefficients d'approximation, et des 3 détails. Quelle est la 
forme de chacun des 4 histogrammes?  
e) Sur les histogrammes des coefficients de détails, choisir un seuil pour mettre à zéro 
certaines valeurs, puis reconstruire l'image dr et la comparer à l'image X. 
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s

8 Résultat Matlab:  4.5 0 2 2 
-0.5 1 -2 2 
0 1 1 0 
-1 1 0 0 
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	G(1) = 0exp(-i2.1.0/4) + 1exp(-i2.1.1/4) + 2exp(-i2.1.2/4) + 3exp(-i2.1.3/4)
	G(2) = 0exp(-i2.2.0/4) + 1exp(-i2.2.1/4) + 2exp(-i2.2.2/4) + 3exp(-i2.2.3/4)
	G(3) = 0exp(-i2.3.0/4) + 1exp(-i2.3.1/4) + 2exp(-i2.3.2/4) + 3exp(-i2.3.3/4)
	G(0) = 0 + 1 + 2 + 3 = 6
	G(1) = 0 - i - 2 + 3i = -2 + 2i
	Calculer
	Exemple 2:
	Donc, pour N = 2, G(0) = g(0) + g(1), et G(1) = g(0) - g(1).
	E = exp(-i2/4) = cos(/2) - isin(/2) = -i
	La transformée de Fourier discrète en 2D:
	V. La convolution
	Exemple 1.
	Exemple 4.
	La convolution est une multiplication polynomiale.
	Figure. La courbe x(t) a été mesurée à t= sur un intervalle .
	Définition de la convolution
	Soit:
	La distributivité: g1(t) ¤ [g2(t) + g3(t)] = g1(t) ¤ g2(t) + g1(t) ¤ g3(t).
	La convolution et les transformées de Fourier:
	La convolution et les transformées de Fourier inverses:
	Soit TF[g(t)] = G() et g*(t) est le conjugué de g(t) ==>
	Qui est l'identité de Parseval.
	Qui est l'identité de Plancherel.
	Dans le monde discrèt, la normalisation par () est remplacé par la taille du signal de période N; c’est-à-dire
	1-  La corrélation
	Propriétés des corrélations:
	Fonctions discrètes:
	Exemple 1.
	Exemple 2.
	Exemple 3.
	Le théorème d'échantillonnage.
	Figure. Peigne de Dirac ou train d'impulsions.
	Exemple 1.
	Nous avons vu que la transformée de Fourier de  s'exprime:
	Exemple 2.
	Le repliement (folding):
	Exemple 3.
	Le recouvrement (empilement, aliasing):
	Une gaussienne et sa transformée de Fourier.
	Figure. t=-1:0.1:1; a=[0.5 4]; y=a(1)*exp(-a(2)^2*t.^2). Bande = -5 à 5 Hz.
	Exemple 1.
	Figure. W=0.5.
	Exercice 1.
	Exercice 2.
	Exercice 3.
	d1) Par mise à zéro des valeurs de la TF au-delà de fc.
	d2) Par filtrage "doux" en utilisant le filtre de butterworth.
	Transformée de Fourier en cosinus
	Transformée de Fourier en sinus
	La transformée de Fourier en cosinus discrèts (DCT dans la Toolbox image processing de Matlab)
	- Extrêmement important pour les signaux réels (sons, images, vidéos)
	Figure. Rotation du repère xy vers le repère XY par un angle de rotation .
	Compression de données
	TKL permet de décorréler un signal et de compacter les informations contenues dans un signal.
	Dans une image, il y a une grande corrélation entre les pixels voisins. C'est à dire, en connaissant l'intensité d'un pixel, on peut savoir l'intensité de son voisin.
	Exemple 1.
	Mettre a(:,1) = taille; a(:,2) = poids. Ajuster les données par une droite et l'afficher:
	Trouver l'angle que fait la droite avec l'axe des x. La pente étant la tangente de l'angle cherché:
	❑ = atand(p(1)) = 24.918o; % p(2) étant le coefficient de x0 selon y = p(1)x1 + p(2)x0  ou bien y = ax+b.
	En appliquant la rotation avec un angle 24.918o à la matrice a:
	ar = (R * a')'; % l'apostrophe indique la transposée.
	et R = = [cosd() sind();-sind() cosd()];
	ar =[                         0                         0
	179.604191721671          0.91340900220375
	205.689669545723         -2.27372869342308
	164.475897252689          -1.9822267586915
	190.940566996188         -4.35314543455311
	151.614877838611         -5.93117340693813
	219.869984216088         -1.41864048194086
	184.510057289148         -6.32761875867642
	134.219308314726           -7.773498280482
	105.858678973994         -9.48367470344645];
	figure;plot(ar(:,1),ar(:,2),'bo','linewidth',2);set(gca,'xcolor',[0 0 0],'FontSize',16);set(gcf,'Color',[1 1 1],'Position',[280 100 800 600],'InvertHardCopy','off'); xlabel('Taille (cm)');ylabel('Poids (kg)');print -dtiff tkl-poids-taille2
	Figure. Affichage de ar.
	En mettant tous les poids à la moyenne de -4 kg ce qui permet de compresser les données puisqu'on ne garde que les valeurs de la taille et une seule valeur pour le poids.
	Pour retrouver les valeurs réelles des tailes et des poids, faire la transformée inverse:
	ar =[   0         -4
	179.604191721671                        -4
	205.689669545723                        -4
	164.475897252689                        -4
	190.940566996188                        -4
	151.614877838611                        -4
	219.869984216088                        -4
	184.510057289148                        -4
	134.219308314726                        -4
	105.858678973994                        -4];
	Rr =  = [cosd() -sind();sind() cosd()]
	arr=(Rr*ar')'; % Alternativement on utilise l'inverse de R au lieu de Rr: arri=(inv(R)*ar')';
	arr =[  1.6852974197622         -3.62764008784539
	164.570138878413          72.0439801339063
	188.227320144696          83.0344272514411
	150.850137009311          65.6700612254119
	174.851211227587          76.8202711338061
	139.186349610043          60.2514005168974
	201.087589633816          89.0089391827868
	169.019317527953          74.1109407795489
	123.410133271107           52.922223408423
	97.6895942928666          40.9731995457315];
	Afficher a et arr pour comparaison:
	figure;plot(a(:,1),a(:,2),'bo', arr(:,1),arr(:,2),'ro','linewidth',2);legend({'a','arr'});set(gca,'xcolor',[0 0 0],'FontSize',16);set(gcf,'Color',[1 1 1],'Position',[280 100 800 600],'InvertHardCopy','off'); xlabel('Taille (cm)');ylabel('Poids (kg)');...
	Figure. Matrice de départ a et matrice compressée puis reconstruite arr.
	Exemple 2.
	Prendre l'image de la figure suivante:
	Sélectionner les indices pairs des pixels sur les colonnes et les afficher en fonction des indices impairs à partir de l'image précédente, tracer une ligne de régression y=x.
	Faire une rotation de 45o:
	Procédure de calculs de la transformation:
	2- Calculer la covariance: c = X0'*X0/(n-1);
	3- Calculer les vecteurs propres et les valeurs propres de la matrice de covariance. Les vecteurs propres forment une base orthogonale: [v,d]=eig(c);
	4- Prendre la diagonale des valeurs propres et les normaliser de façon à obtenir leur total égal à 1: dd=diag(d); dd=dd/sum(dd);
	5- Choisir les valeurs les plus importantes des valeurs propres normalisées. Ces valeurs choisies indiquent le nombre de composantes à retenir ainsi que leur position.
	6- On peut vérifier l'orthonormalité des vecteurs propres en observant que la diagonale de la matrice suivante vaut 1: w=v*v';
	7- Sélectionner les np vecteurs propres correspondants aux valeurs propres les plus importantes: vs=v(:,end-np+1:end);
	8- Calculer les composantes: Y=(vs'*X0')';
	9- Finalement, reconstruire l'image: yr=reshape(Y,128,256);figuredb;colormap(map);imagesc(yr);
	Figures. Différence entre Yr l'image compressée en éliminant la corrélation entre 2 pixels voisins, et l'image Xr ou les pixels voisins ont été directement éliminés.
	Exemple 3.
	Dans cet exemple, il ne s'agit pas de compresser des images, mais de mettre en évidence des structures qui ne sont pas apparentes sur les images de départ. L'algorithme décompose la séquence dynamique en plusieurs composantes ayant des comportements d...
	Les images sont obtenues avec l'imagerie par la tomographie d'émission par positrons (TEP). Le but est de mesurer le métabolisme du glucose dans le coeur d'un rat. Le glucose marqué par un émetteur de radioactivité (radiotraceur) est injecté dans le r...
	➢ L'image de tous les cadres montre l'ensemble des images où l'on constate l'accumulation du radiotraceur dans le coeur à mesure que le temps passe.
	➢ La décomposition permet de ressortir des structures, qui, autrement, n'étaient pas apparente.
	➢ Observer comment la décomposition a permis de faire apparaître les poumons (Composante image # 1) comme dans l'image anatomique à travers le thorax.
	Figure. Signal réel.
	Exemple 2:
	Exercice 1. Écrire la somme des fonctions  sur rj = 0 1/8 2/8 3/8 4/8 5/8 6/8 7/8 et déssiner le graphique de s = (8 6 7 3 1 1 2 4).
	Exercice 2. Décomposer au niveau 3 le signal s = (2 5 7 4 0 1 8 2), puis reconstruire le résultat pour retrouver s.
	Exercice 3. Décomposer au niveau 2 l'image s, puis reconstruire le résultat pour retrouver s:
	Exercice 4.

