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Cours de math (théorèmes, preuves, questions 
théoriques sur le TPs et les examens)


Cours d’informatique (programmation Python, 
algorithmique, analyse de complexité) 


Cours d’imagerie (applications sur des 
signaux réels)


signal 1D 


images 2D
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Si vous faites vos TPs, les comprenez, vous aurez un 
A et plus assuré


Retour sur TP3 et TP4 crucial pour l’examen final



Retour sur le TP3
On peut bruité un signal en ajoutant un petit 
random sur le signal 
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En convoluant avec une Gaussienne on peut 
débruité le signal.  
     convolve(Gaussienne, piece-regular) 
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Le théorème de la convolution dit qu’une convolution 
dans le monde temporel est équivalent à une 
multiplication dans le monde de Fourier. 


ifft( fft(Gaussienne) . fft(piece-regular) ) = 
convolve(Gaussienne, piece-regular) 


Retour sur le TP3



Donc, notre convolution qui débruite le piece-regular 
est, en fait, un filtrage passe-bas dans le monde des 
fréquences



Donc, notre convolution qui débruite le piece-regular 
est, en fait, un filtrage passe-bas dans le monde des 
fréquences

La TF de la Gaussienne est une Gaussienne qui 
multiplie les fréquences de la TF du piece-regular et 
qui laisse passer que les basses fréquences 
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Temps Fréquences <= ifft

Thm de la  
convolution



Retour sur le TP3
L’énergie est conservée entre le monde temporel et les 
fréquences. La somme des intensités au carré du piece-
regular sont égales à la somme des fréquences au carré 
divisé pour N (nombre de pts dans le piece-regular)


np.sum(piece-regular**2) =  
1/N * np.sum(np.abs(fft(piece-regular))**2) 
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Comprenez le théorème d’échantillonnage! 


Diapos, demo07 


TP3_1a 


TP3 question 3



C’est quoi échantillonné? 

Multiplié par un peigne de Dirac dans l’espace à chaque 
temps t_s et de largeur X. La TF de se peigne de Dirac 
est un peigne de Dirac de largeur 2/t_s avec X 
fréquences espacées à chaque 1/X (fftfreq)



C’est quoi échantillonné? 

Multiplié par un peigne de Dirac dans l’espace à chaque 
temps t_s et de largeur X. La TF de se peigne de Dirac 
est un peigne de Dirac de largeur 2/t_s avec X 
fréquences espacées à chaque 1/X (fftfreq)

Donc, dans Fourier prendre des copies de la TF du 
signal à chaque bande de fréquences 



C’est quoi échantillonné? 

Multiplié par un peigne de Dirac dans l’espace à chaque 
temps t_s et de largeur X. La TF de se peigne de Dirac 
est un peigne de Dirac de largeur 2/t_s avec X 
fréquences espacées à chaque 1/X (fftfreq)

Donc, dans Fourier prendre des copies de la TF du 
signal à chaque bande de fréquences 

Ensuite, multiplié par une fonction porte sur la bande 
de fréquences  
(ce qui équivaut une convolution dans l’espace par un 
sinus cardinal - sinc)



C’est quoi échantillonné? 
 
 
 

Il faut donc que toutes les vraies fréquences du signal 
soit contenue dans la bande de fréquences prescrites 
par la TF du peigne de Dirac (fftfreq)


=> il faut au moins 2*(fréquence max du signal)  
 
 
 



Échantillonnage
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Fig. 3.1. A Wavelet Tour of Signal Processing, 3rd ed. (a): Signal f and its Fourier transform f̂ . (b): A uniform sampling of f makes its
Fourier transform periodic. (c): Ideal low-pass filter. (d): The filtering of (b) with (c) recovers f .
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Problème d’échantillonnage 

Repliement 

Artéfactes de géométriques 

Bruit 

Interférences
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Repliements verticaux
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Problème d’échantillonnage 

Pourquoi des repliements?

Sauter une rangée ou une colonne sur N équivaut à 
multiplier par un peigne de Dirac les fréquences  
(un peigne serré, avec peu d’espace entre les brins)
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dans l’espace très espacé et prendre N copies de 
l’image originale



Problème d’échantillonnage 

Pourquoi des repliements?

Sauter une rangée ou une colonne sur N équivaut à 
multiplier par un peigne de Dirac les fréquences  
(un peigne serré, avec peu d’espace entre les brins)

C’est donc comme convoluer par un peigne de Dirac 
dans l’espace très espacé et prendre N copies de 
l’image originale

C’est un peu comme le théorème d’échantillonnage à 
l’envers



Fourier



Fourier
On multipliant par un filtre (e.g. cos) l’image de Lena est 
atténuée au bords de l’image. Cela enlève les transitions 
brutes entre l’image et le fond, ce qui demande une 
infinité de cos et sin pour attraper ces changements


La fft2 de l’image masquée enlève donc la croix blanche



Au delà de Fourier: 
Ondelettes



Les transformées

FFT - Fourier


DCT - Cosinus Discrets


DCT locale - Cosinus Discrets Locaux


FWT  - Ondelettes 


Haar


Daubechies



Rapidité

O( N log(N) )


FFT, DCT, DCT locale


O( N )


FWT



Mémoire

Toutes O(N) en mémoire


FFT est complexe => 2N


DCT, DCT locale, FWT => N 



Approximations/Compression
On garde que les m premières fréquences (linéaire) ou les 
m plus grandes fréquences (non-linéaires) 
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En 1D
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En 1D



Erreurs de toutes les transformées linéaires ~0.07

En 1D



Erreurs de toutes les transformées linéaires ~0.07
Erreurs non-linéaires: 

FFT ~= DCT   >    DCT locale ~= Haar      > D4 

En 1D



Quelles approximations 
meilleures?


(demo12 en 1D ou TP4 en 2D)

Ça dépend du signal et de l’image! 


Mais, règle générale … 
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En 2D, exactement comme en 1D?

Non!


Les images ont de la textures, des formes, 
du contenu plus géométrique qu’en 1D


Ça dépend encore plus de l’image!



Non-linéaire FFT
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Non-linéaire FFTNon-linéaire DCTNon-linéaire FWT HaarNon-linéaire FWT D4Non-linéaire DCT locale



Non-linéaire FFTNon-linéaire DCTNon-linéaire FWT HaarNon-linéaire FWT D4Non-linéaire DCT localeNon-linéaire FWT Bi-Orthogonal 7-9



Compression 2D  
(plus la courbe est basse, le mieux ça compresse)
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